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Spolo¢ny vod k matematickym tuloham

Dirichletov princip, niekedy oznacovany aj ako ,holubnikovy princip“, alebo ,zdsuvkovy princip,
je dokazova metdda vyuzivajica nasledujiuce tvrdenie

Ak rozdelime (n+1) objektov do n skupin, tak aspon v jednej skupine sa musia nachd-
dzat aspori 2 objekty.

Dirichletov princip sa vyuziva na dokazovanie tvrdeni v réznych oblastiach matematiky, napr.
v tedrii mnozin, tedrii ¢isel, kombinatorike, geometrii atd. Viac sa o iom mézete docitat v knizke:
Lev Bukovsky, Igor Kluvanek: Dirichletov princip, Praha 1969

25. diel edicie Skola mladych matematikov (SMM)

Vetky knizhy z edidie SMM néjdete na stranke: https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403423

1A. Dokazte, ze ak je danych 2026 prirodzenych ¢isel, tak medzi nimi existuja dve, ktorych
rozdiel je delitelny ¢islom 2025.

O

4 body

1B. Dokazte, ze ak je danych n+ 2 po sebe iducich prirodzenych ¢isel, tak medzi existuja
dve, ktorych stcet je delitelny ¢islom 2n + 1.

O

2A. Ku kazdému prirodzenému cislu n existuje jeho celociselny nasobok v tvare

77...700. ..

—o

2B. Je danych 2027 prirodzenych ¢isel. Dokézte, Ze spomedzi nich mozno vybrat niekolko
Cisel tak, Ze ich sucet je delitelny ¢islom 2026.

— O
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3A. V kocke o hrane 15cm lezi 2198 bodov. Dokazte, Ze vzdialenost niektorych dvoch
z tychto bodov je mensia nez 2.

—©

3B. Dokéazte, ze kazdé prirodzené cislo, ktorého dekadicky zapis konci niektorou z cifier
{1,3,7,9} mé celociselny nasobok, ktorého dekadicky zapis pozostava zo samych trojok.

— O

10 bodov

4A. Sachového turnaja sa ztcastiiuje 6 hracov. Dokazte, Ze pocas celého trvania turnaja
vieme spomedzi nich vzdy vybrat trojicu hracov tak, Ze bud v tejto trojici uz kazdy
s kazdym hral, alebo este ziaden so ziadnym nehral.

O

10 bodov

4B. Postupnost 2,0,2,7,1,0,0,8,9,7,4,8,8, ... je konStruovana nasledovne: kaZdé dalsie
¢islo je poslednou cifrou suctu predchddzajicich Styroch ¢isel. Ak si tito postupnost zapi-
seme ako (a,,)>;, tak jej prvé ¢leny st a; = 2,a3 = 0,a3 = 2,a4 = 7 a jej dalsie ¢leny st
dané rekurentnym vztahom a, = (an,l + Qp_9 + Qp_3 + an,4) mod 10.

Vysvetlenie: mod znamena ,modulo“ a je to zvySok po deleni. Takze amodb = ¢ zna-
mena, ze Cislo a ma po deleni ¢islom b zvysok c.

a) Zistite, ¢i sa Stvorica 2,0,2,7 v danej postupnosti zopakuje. Svoje tvrdenie musite

dokazat. [8 bodov]
b) Zistite, ¢i sa v danej postupnosti vyskytne Stvorica 4,8, 7,3. Svoje tvrdenie musite
dokazat. [2 body]
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16 bodov @

5A. Patranie po poklade (Light): Pirdtska posiddka sa préve vylodila na opustenom
ostrove, aby nasla bajny poklad. Ostrov sa dé zjednodusene predstavit ako mriezka (graf),
kde kazda bunka mriezky predstavuje urcity typ terénu. Existuji 2 typy terénu:

e Piesok: Cesta, ktora je priechodnd a da sa cez 1u volne pohybovat.
e Hory: Uplne nepriechodné.

Piréti mozu spravit len jeden krok naraz, a to bud horizontalne, alebo vertikdlne (diago-
nalny pohyb nie je mozny). Jeden krok trva 1 minttu.

Uloha: Tvojou tlohou je napisat v Pythone program, ktor§ najde najrychlejsiu cestu
z vychodiskového bodu (piratskej lode) k pokladu.

Vstupné udaje: Vstupné tidaje budi zadané v stibore mapa.txt. Prvy riadok bude
obsahovat rozmery mapy R (pocet riadkov) a C (pocet stipcov), oddelené medzerou. Na-
sleduje R riadkov, pricom kazdy z nich mé C znakov, ktoré predstavuji mapu ostrova.

H — Hory P — Piesok
L — Piratska lod (vychodiskovy bod) X — Poklad (ciel)

Priklad siboru mapa.txt:

55

PLPHP
PHHPP
PPPHH
PHPPH
PPHXH

Vystupné adaje: Vystupom bude jedno ¢islo, napriklad 8, ktoré predstavuje minimalny
¢as, za ktory je mozné dosiahnut poklad. Ak nie je mozné dostat sa k pokladu, vystupom
bude ¢islo -1. Vystup, t.j. najrychlejsia cesta, sa ulozi do sitboru cesta.txt.
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16 bodov @

5B. Patranie po poklade (Hard): Pirdtska posddka sa prave vylodila na opustenom
ostrove, aby nasla bajny poklad. Ostrov sa dé zjednodusene predstavit ako mriezka (graf),
kde kazda bunka mriezky predstavuje urcity typ terénu. Existuji 3 typy terénu:

e Piesok: Cesta, ktora je priechodnd a d& sa cez 1nu volne pohybovat.
e D7zungla: Priechodné, ale pohyb cez 1iu je spomaleny.
e Hory: Uplne nepriechodné.

Piréti mozu spravit len jeden krok naraz, a to bud horizontalne, alebo vertikdlne (diago-
nalny pohyb nie je mozny). Jeden krok cez piesok trva 1 mindtu. Jeden krok cez dzunglu
trva 2 minuty.

Uloha: Tvojou tlohou je napisat v Pythone program, ktorj najde najrychlejsiu cestu
z vychodiskového bodu (piratskej lode) k pokladu.

Vstupné udaje: Vstupné tdaje budu zadané v sibore mapa. txt. Prvy riadok bude obsa-
hovat rozmery mapy R (pocet riadkov) a C (poéet stipcov), oddelené medzerou. Nasleduje
R riadkov, pricom kazdy z nich ma C znakov, ktoré predstavuji mapu ostrova.

D — Dzungla P — Piesok L — Piratska lod

(vychodiskovy bod)
H — Hory X — Poklad (ciel)

Priklad stiboru mapa.txt:

55

PLPHP
PHDDP
PPPHH
PDPDH
PPDXH

Vystupné adaje: Vystupom bude jedno ¢islo, napriklad 8, ktoré predstavuje minimalny
¢as, za ktory je mozné dosiahnutf poklad. Ak nie je mozné dostat sa k pokladu, vystupom
bude ¢islo -1. Vystup, t.j. najrychlejsia cesta, sa ulozi do siboru cesta.txt.
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abodov

6A. Rozlustite nasledujici text a zistite odkial pochadza:

LXP YUVHPAIXQ KIFQAIFSY UGA TAJY LXP YHSYLYTAIXQ CA IF JFIYWH IF CATIV QWSV
YT KAQA QF HATAQTAHWFP UFP PWHWB DGFIZYN TYQXHASTACHWA KPGYHZYPFIWA AHPA

IWZTX TAUGANWATSW IABJXLW PV IWB CA HWBA UGFNTF KA NHAPZY LYSY PWAK UGATNWTFIA
BSVLWIF YT QSFTYHPW YUFIYNFSF CATIF QXHSWAIZF NGJIVP HPFPYBIYHP FZY HPFNZV

TY GVSAPX KWNYPF LXP UYNFKYNFIXQ KF HPFPYBIAJY BSYNAZF F K PYJY NXBJYTWP

BFZFP FK KFNWPF UGWJYTIF BJNWSF KTNYCIFHYLIWP HPFNZV BJXPWP NAB KF UGFNX
ZYIWAB NXBWPWP UGFNX BFH F UYPYQ IANFJFP FSA TFP HF TY PYJY UYPYQ NHAPZY
UYHPFNWP IF CATIV ZFGPV FSA SAI GFK HYLGFP BASX LFIZ F NXHQWFP JSVUFZYN

Jedna sa o slovensky pisany text bez diakritickych a interpunkénych znamienok. Text je
zasifrovany jednoduchou zdmenou so zachovanymi prirodzenymi medzerami.
Upozornenie: Koniec riadku je tiez medzera medzi slovami.

abodov

6B. Rozlustite nasledujuci text a zistite odkial pochadza:

TRONKQNCV QPEWTNWVQYE NFOECRN QYRWNMENCFWUMUXUBEUNMV EUNCNVMTDBSNEYE
OEMTVRBSNIWQYWRBUXQJNSWROVBQNCMQTYDBSNS UIDBSN UKMYDBSNES RKECNYQLDNCRMRNKBQWRNLE

RNMIRBSR RN QONXQKQONF EBVONRNYQLDNMEJNCVKQ NFQNJDM VNORNKWUSDNIECQKR
NLDNMEJNCRJNCDMTWVSRXTQNXUNIETWQMBVTQNXUNRNEMTRTEYNFVCETRNOQBSNI RBQNRNJEK

VNMRNCNOQXRYEJNY RMTEWQNYQLDNLE RNMIRBSR RNKWUSDNF EBVONIECQKR NLDNMEJNCRJNIRONKQNCV
QPEWTNTUNXQNXQKNYTEWDNOQJRNFORJQSENIWETVXQKUNWDBS DNRYENJDM VQOYRNIWUKYDNRYENL
QMYNMJWTVRBVNRYENUKQWNSWEJUNKRXTQNXQXNTQONXQKNIEWUBTQNXQXNKUMUNLESUNRNFRBSWROTQNTRYNMCEXUNBQMTNRNMCEXNFVCETN
QLENJUNBSDMTRNUY RKDNRNCVKVJNXUNRYENMRNL VFVNYNCRMJUN EFYUNMNIEYWDTQBYDJNUMJQCEJNRNM RKYDJVNM
ECRJVNLQKRNCRJNIRONKQNCV QPEWTNRYNMRNOQIEIEORS RTQNRNRYNOQUKWVQTQNIWCNTENLDNMEJNCRJINIECQKR NYQLDNLE
RNFRLV RN QONKCQNEMELDNR QNEORNCVKQ RNTWVNRHEOVQNEORNS RKQ RNORNTWEBSNUJVQWRXUBVBSNY RBR RNIWVNTWEBSNJWTCE
RBSNTWRCVBYRNIRTWVNKENWUYNYRTRNYRTRNSECEWVTQNENMCEXQXNBTVNUWELTQNBENCRJIJNSECEWVJNRNBRYRNORNCRMNOQMJWTQ OEMT

Jedné sa o slovensky pisany text bez diakritickych a interpunkénych znamienok. Text
je zaSifrovany jednoduchou zadmenou so zachovanymi prirodzenymi medzerami avsak aj
medzera je Sifrovana. Abecedy otvoreného aj sifrovaného textu pozostavaju teda zo znakov
A B, C, ..., Z az medzery ..

Upozornenie: Koniec riadku je tiez medzera medzi slovami.
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