FEIKARSKY MATEMATICKOAINFORMATICKO-KRYPTOLOGICKY SEMINAR

3. KOLO — LETNY SEMESTER 2025

1A. Akym trojéislim sa konéi éislo 202420247

Riesenie: Vsetkych moznych trojcisiel je iba 1000. St to cisla 000 az 999. Je preto jasné, ze ak
budeme pocitat mocniny lubovolného &sla, teda aj 2024, 20242, 20242 . .., tak koncové trojéislia
sa po niekolkych krokoch musia zacaf opakovaf. Skimajme preto akymi trojc¢islami sa koncia
mocniny 2024". K tomu nepotrebujeme ani kalkulacku, ani pocita¢ a dokonca nemusime ani pocitat
celt hodnotu tychto mocnin. Vieme, Ze mocnina je opakované nasobenie ¢isla samého sebou, a
preto 2024"T! = 2024™ - 2024. Z algoritmu nasobenia ¢isel, ktory sme sa ucili na zékladnej skole,
potom vieme z koncového trojéislia mocniny 2024™ rychlo vypocitat koncové trojcislie mocniny
2024"*!, Dostaneme

2024' | ...024
2024 | ...576
2024° | ...824
2024 | ...776
2024° | ...624
2024° | ...976
20247 | ...424
2024° | ...176
2024° | ...224
20240 | ...376
12024 | ... 024

Z uvedenej tabulky vidime, Ze mocniny 2024" sa kon¢ia len 10 moZnymi trojéislami, ktoré sa
cyklicky opakuji. Sta¢i sa preto pozriet na exponent, zistime, ze (2024 mod 10) = 4 a z toho je
zrejmé, Ze mocniny 2024* a 202404 sa budu koncit rovnakym trojéislim. Cislo 20242°%* sa konci
trojcislim 776.

Poznamka: Zapis (n mod k), kde n, k € N oznacuje zvysok, ktory dava ¢islo n po deleni (celociselné

delenie) ¢islom k.

2024
1B. Akym trojéislim sa kond ¢slo 20242024 }2025 ?

Riedenie: Vyuzijeme to, ¢o sme o mocnindch 2024" zistili v tilohe 1A. Vieme, Ze 20242°%* sa kondi

trojéislim 776. Plati (...776 mod 10) = 6. Preto 20242024 sa bude kondif trojéislim 976. Opét
(...976 mod 10) = 6 a takto moZeme pokracovat dalej. Vidime, Ze v pripade ¢isla 2024 mozeme

.....

trojcislim 976.
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2A. Najdite vSetky prirodzené ¢isla p, pre ktoré je kazdé z cisel

p, p+17, p+ 37

prvocislo.

RieSenie: Pre zaciatok si vSimnime nasledovné
Omod3 =0, 37mod3 =1, 17mod3=2. (1)

Zapis (nmod k), kde n, k € N oznacuje zvysok, ktory déva ¢islo n po deleni (celociselné delenie)
¢islom k. Rovnosti znamenaju, ze pre p > 3 bude aspon jedno z ¢isel p, p+ 17, p + 37 delitelné
¢islom 3.

Preto ak by existovali ¢isla p vyhovujtce zadaniu tlohy, mohli by to byt len p = 0, p = 1,
p = 2, alebo p = 3. Pre p = 0 dostavame trojicu (0, 17, 37), pre p = 1 dostéavame trojicu (1, 18, 38),
pre p = 2 dostavame trojicu (2,19, 39) a pre p = 3 dostéavame trojicu (3, 20,40). Ani jedna z tychto
trojic nevyhovuje zadaniu tlohy (0 nie je prvocislo). Preto neexistuje Ziadne prvodcislo p, pre ktoré
je kazdé z cisel p, p+ 17, p+ 37 prvocislo.

| ®

2B. Najdite vsetky prirodzené cisla p, pre ktoré je kazdé z cisel

p, p+6, p+12, p+24, p+48

prvocislo.

RieSenie: Pre zaciatok si vSimnime nasledovné
Omod5=0, 6modb=1, 12modb5 =2, 48modbd =3, 24modb=4. (2)

Rovnosti znamenajd, ze pre p > 5 bude aspon jedno z ¢isel p, p+ 6, p+ 12, p + 24, p + 48
delitelné ¢islom 5.

Preto ak by existovali ¢isla p vyhovujtce zadaniu tlohy, mohli by to byt len p = 0, p = 1,
p=2,p=3 p=4,alebo p = 5. Parne ¢isla mdézeme hned vyhodit, pretoze 6, 12, 24 aj 48
st parne. Zostavaji nam preto iba 3 moznosti, ktoré musime vyskusat. Rychlo zistime, Ze jediné
rieSenie je p = 5, pre ktoré dostaneme piticu ¢isel (5,11,17,29,53).
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3A. V priestore je danych 9 bodov s celoc¢iselnymi siradnicami. Dokézte, ze stred niektore;j
usecky urcenej tymito bodmi ma tiez celoc¢iselné suradnice.

RieSenie: Ak méme v priestore dva body, ktorych stradnice st [x1,y1, 21] a [2, Yo, 22], tak stred
usecky urcenej tymito bodmi je bod so stiradnicami [‘“?2, yl;”, Zl;”}. Preto ak koncové body
usecky budi mat celo¢iselné suradnice, tak stred tejto tisecky bude mat celociselné siradnice prave
vtedy, ak suéty x1 + x2, y1 +y2, 21 + 22 budi P+P, alebo N+N, kde P oznacuje parne a N oznacuje
neparne ¢islo. Kazdé celé ¢islo je bud parne, alebo neparne. Preto pre celociselné stiradnice bodu
v priestore mame len 8 moznosti (P,P,P), (P,P,N), (P,N,P), (P,N,N), (N,P,P), (N,P,N), (N,N,P),
(N,N,N). Ak méme v priestore 9 bodov s celoc¢iselnymi stradnicami, tak to podla Dirichletovho
principu znamenad, Ze medzi nimi musia byt aspon 2 body, ktorych stiradnice maji rovnaka paritu.
To potom znamena, Ze stred tisecky urcenej takymito dvoma bodmi bude mat celociselné stradnice.

, O

3B. V rovine je danych 17 bodov, ktoré tvoria vrcholy pravidelného 17-uholnika. Lu-
bovolné dva rozne body st spojené bud modrou, alebo ¢ervenou, alebo zelenou tseckou.
Dokazte, ze existuje trojuholnik s vrcholmi v danych bodoch, ktorého vsetky strany su
usecky rovnakej farby.

Riesenie: Z kazdého, z danych 17 bodov, vychadza 16 useciek do dalsich bodov. Vyberme si jeden
z danych bodov. Podla Dirichletovho principu musi mat aspoi 6 z neho vychédzajucich tseciek
rovnaku farbu. Oznacne si tuto farbu M. Pozrime sa teraz na tych 6 bodov, do ktorych ide tisecka
farby M z nami vybraného bodu. Ak by niektoré dva z tychto 6 bodov boli spojené tseckou farby
M, tak mame trojuholnik, ktorého vsetky strany maja rovnaku farbu (M).

Predpokladajme teda, Ze ziadne dva zo skimanych 6 bodov nie st spojené tiseckou farby M.
St teda medzi nimi iba tsecky farby C, alebo Z. Vyberme si jeden z tychto 6 bodov. Vychadza
z neho 5 tseciek do ostatnych 5 bodov. Podla Dirichletovho principu musia mat aspon 3 z tychto
tise¢iek rovnaku farbu, ozna¢me ju C. Skiimajme teraz tie 3 body, do ktorych z vybratého bodu
ida tsecky farby C. Ak by niektoré dva z nich boli spojené tseckou farby C, tak opif méame
trojuholnik, ktorého vietky strany majt rovnaki farbu (C).

V opacnom pripade musia byt skimané 3 body spojené iba tseckami farby Z, ¢im dostavame
trojuholnik, ktorého vSetky strany maja rovnaka farbu (Z).
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10 bodov

4A. Najdite vSetky rieSenia rovnice 179x 4 182y = 202505 na mnozine prirodzenych ¢isel
(nulu tieZ povazujeme za prirodzené ¢islo).

RieSenie: Takyto typ rovnice sa nazyva (linedrna) Diofantickd rovnica (podla gréckeho matematika
Diofanta) a sposob jej rieSenia je znamy uz od staroveku. Jeden zo spdsobov rieSenia linedrnych
diofantickych rovnic je zalozeny na pouziti Euklidovho algoritmu. Je to ten isty algortmus, ktory
slizi na najdenie najvicsieho spolocného delitela dvoch celych ¢isel.

Ak mame rovnicu Ax + By = C, tak tato bude mat celo¢iselné rieSenie prave vtedy, ked
isla NSD(A, B) deli ¢islo C, pricom NSD(A, B) oznacuje najvicsi spoloény delitel ¢isel A a
B. V nasom pripade st ¢isla 179 a 182 nesudelitelné, t.j. maju najvicsi spolocny delitel 1 a 1
deli 202505, takze podmienka existencie riesenia je splnena. Postupnym aplikovanim Euklidovho
algoritmu dostaneme N.SD(182,179) a zaroven aj jedno (partikuldrne) rieSenie danej rovnice.

182 = 1-179+3
179 = 59-3+42

3 = 1-2+1

9 = 2.140

Z posledného riadku vidime, ze NSD(182,179) = 1 a dalej
182=1-179+3 = 3=182—1-179 (3)
179=59-3+2 = 2=179-59-3 (4)
3=1.241 = 1=3-2 (5)

Dosadenim a do dostaneme
1=182—-1-179—(179—-59-3) =182 —-1-179 — (179—59-(182— 1-179)) = —61-1794+60-182

Potom 202505 = —12352805 - 179 4+ 12150300 - 182. Toto riesenie je jedno (partikuldrne) rieSenie
danej rovnice, nie je vSak jediné a ani nespliia podmienku, 7e x a y musia byt prirodzené &sla.
Vieme vsak, ze

Ar+By=C < A(x+tB)+B(y—tB)=C, preVteZ.
Delenim Tahko vypocitame, Ze najmensie také ¢t € Z, pre ktoré —12352805 + ¢ - 182 > 0, je
t = 67873, ¢im dostavame prvé vyhovujice rieSenie, kde x a y st prirodzené cisla. Spolu existuje
6 vyhovujtcich rieseni danej tlohy. St to

(z,y) = (81,1033)  —  81-179+ 1033 - 182 = 202505
(z,y) = (263,854) —  263-179 + 854 - 182 = 202505
(z,y) = (445,675)  —  445-179 + 675 - 182 = 202505
(z,y) = (627,496) — 627179 + 496 - 182 = 202505
(r,y) = (809,317)  — 809 -179 4 317 - 182 = 202505
(z,y) = (991,138)  —  991-179 + 138 - 182 = 202505

V pripade, ak by = a y mohli byt celé ¢isla, by dand rovnica mala nekonec¢ne vela rieSeni v tvare
(x,y) = (81 +¢-182,1033 — t - 179) pre Vt € Z.
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4B. Najdite vsetky riesenia rovnice % + % + % = 1 na mnozine prirodzenych cisel.

Riesenie: Hlad&me rieSenie rovnice %—I— % —1—% = 1 na prirodzenych ¢islach. Bez ujmy na vSeobecnosti

mozeme predpokladat, ze u < v < z. Potom plati

1 1 1 3
u

= —4+-4+-=1<
Uu v z

> = u<3J.

S| =
IS N

>

SN

Z toho vyplyva, Ze najmensie z ¢isel u, v, z musi byt mensie alebo rovné 3. Mame teda len 3

moznosti:

> u = 1: Potom musime riesit rovnicu %—i—% = (. Tato rovnica vSak nema riesenie pre prirodzené

Gisla v a z.

> u = 2: Potom musime rie§it rovnicu %—i—% = % Rovnako, ako sme to robili vyssie, dostavame

> = v<A4.

SE

1 1 1 1 2
z vz 2 v

Méame teda len 3 moznosti v € {2, 3,4} (nezabtdajme, ze u < v < z). Lahko nahliadneme, ze
pre v =1 a v = 2 rovnica nema riesenie, pre v = 3 dostaneme z = % a pre v = 4 dostaneme
z =4.

> u = 3: Potom musime riesif rovnicu %—l—% = % Rovnako, ako sme to robili vyssie, dostavame

> = —+-=-< = v<3.

(% z

SIS

1 1 1 2
z v

Wi N

Méame teda len 1 moznost v = 3 (opét nezabtdajme, ze u < v < z). Lahko vypocitame, ze
potom aj z = 3.

Spolu mé teda rovnica % + % + % = 1 tri rieSenia na prirodzenych ¢islach. Su to trojice

(u,v,2) = (2,3,6), (u,v,2) = (2,4,4), (u,v,2) = (3,3,3).
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5A. Pre nasledujicu tlohu budeme potrebovat programovaci jazyk pouZivajuici ,koryt-
nackovu grafiku® (turtle graphics). Odpora¢ame pouzit bud volne dostupné Berkeley Logo,
pripadne méZete pouzit aj modul ,korytnacka“ (turtle) pre jazyk Python. Cielom je mini-
malizovat mnozstvo kédu mimo funkcie, ktoré sa vola rekurzivne. Dolezité je Vase pocho-
penie logiky a jej vysvetlenie, takze vSetko komentujte a podrobne vysvetlite, najméa pri
pouziti rekurzie.

Napiste program, ktory pomocou Loga, alebo modulu ,turtle”, nakresli jednoduchy rekur-
zivny strom. Podmienky kreslenia stromu st nasledovné:

e Kreslenie stromu sa zac¢ina s dizkou vetvy 100 jednotiek.

Kreslenie stromu sa zastavi, ak dlzka vetvy klesne pod 8 jednotiek.

Kresleny strom bude asymetricky.

Kazda vetva sa rozvetvuje ndhodne na dva az tri konare s uhlami —30°, 0° a +30°
(rozne vetvy, rozne uhly).

Dlzka kazdej dalsej vetvy sa bude ndhodne skracovat v rozmedzi od 60 % do 90 %
dlzky predoslej vetvy.

Ulohy:

1. Kolkokrat sa rekurzivna funkcia zavold, ak za¢iname so stromom dlzky 1007

2. Napiste verziu programu, v ktorej sa farba vetiev bude menif podla ich dizky.

RieSenie: Ukéazka kédu (v jazyku Python s pouzitim modulu ,korytnacka®) je na nasledujicej
strane. Tento kéd vyuziva rekurziu, t.j. funkcia vola samu seba, a je v iom implementované aj
menenie farby vetvy podla jej dizky.

V prvej otézke sme cheeli vedief, kolkokrat sa funkcia rekurzivne (samu seba) zavold, ak za-
¢neme s dizkou 100. Kedze dlzka vetiev je ndhodné v rozsahu 60 % az 90 % z dlzky predchadzajicej
vetvy, presny pocet volani sa neda urcit, ale vieme odhadnut jeho hranice (minimum a maximum).

Odhad sa robi nasledovne. Pocet volani bude najmensi vtedy, ak by sa v kazdom kroku dlzka
vetvy skracovala na 60 % predoslej dlzky. Lahko vypoditame, Ze 100-0, 6% = 12,9 a 100-0,6° = 7, 7.
Takze po 5 krokoch by dlzka vetvy klesla pod 8. Naopak, pocet volani bude najvicsi vtedy, ak
by sa v kazdom kroku dizka vetvy skracovala na 90 % predoslej dizky. Ilahko vypoéitame, Ze
100-0,9% = 8,8 a 100 - 0,92* = 7,9. Takze aZ po 24 krokoch by dlzka vetvy klesla pod 8.

Preto odpoved bude: rekurzivnych volani funkcie bude od 5 do 24.
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import turtle
import random

# Rekurzivna funkcia
def kresli_strom(dlzka):
if dlzka < 8:
return

ratio = (dlzka - 8) / (100 - 8)
# tento blok kédu prefarbuje ¢iary pre kazdid dlZku, toto rieSenie
# je univerzalne a relativne komplikované, akékolvek rieSenie
# zfarbenia bude akceptované

r = int(139 - ratio * (139 - 34))

g = int(69 + ratio * (139 - 69))

b = int(19 + ratio * (34 - 19))

turtle.pencolor(r/255, g/255, b/255)

turtle.pensize(max (1, dlzka/20))

turtle.forward(dlzka)
pocet_vetiev = random.randint(2, 3) #vyberie, &i polet vetiev bude 2 alebo 3

i=0
while pocet_vetiev > i:
i=1i+1
list_uhlov = [-30, 0, 30] #zoznam uhlov
r = random.randint(0, 2) #vyberie uhol
turtle.left(list_uhlov[r]) #oto&i o uhol
nova_dlzka = dlzka * random.uniform(0.6, 0.8) #vyberie novid dlzku
kresli_strom(nova_dlzka) #rekurzivne volanie
turtle.right(list_uhlov[r]) #otoli naspit

turtle.backward(dlzka) # navrat na zadiatok vetvy

turtle.speed(0)
turtle.left (90)
turtle.up()
turtle.goto(0, -250)
turtle.down()

kresli_strom(100)
turtle.done()
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5B. Pre nasledujicu tlohu budeme potrebovat programovaci jazyk pouzivajuici ,koryt-
nackovu grafiku® (turtle graphics). Odpora¢ame pouzit bud volne dostupné Berkeley Logo,
pripadne moézete pouzit aj modul ,korytnacka“ (turtle) pre jazyk Python. Cielom je mini-
malizovat mnozstvo kédu mimo funkcie, ktoré sa vola rekurzivne. Dolezité je Vase pocho-
penie logiky a jej vysvetlenie, takze vSetko komentujte a podrobne vysvetlite, najméa pri
pouziti rekurzie.

Napiste program, ktory pomocou Loga, alebo modulu , turtle”, nakresli nasledovny atvar:

e Najskor sa nakresli velky rovnostranny trojuholnik so stranou dlhou 200 jednotiek.

e Stredy stran nakresleného trojuholnika sa spoja tiseckami, ¢im sa povodny trojuhol-
nik rozdeli na 4 rovnaké rovnostranné trojuholniky. Prostredny trojuholnik (na ilus-
tra¢nom obrazku biely=nevysrafovany) sa vyhodi. Z pdvodného trojuholnika zostani
len 3 vysrafované trojuholniky pri jeho vrcholoch.

e V kazdej dalSej iteracii (kroku) sa vSetky vysrafované trojuholniky z predoslého kroku
rozdelia na Styri rovnako velké rovnostranné trojuholniky tak, Ze sa stredy ich stran
spoja tseCkami a prostredné trojuholniky sa vyhodia. Vid ilustraény obrazok.

e Popisany proces sa bude opakovat rekurzivne dovtedy, kym velkost strany trojuhol-
nika neklesne pod 10 jednotiek.

Vas program musi byt riadne okomentovany a sucastou rieSenia musi byt aj vysvetlenie
postupu. Srafovanie zostavajtcich trojuholnikov nerobte! To je na ilustra¢nom obrazku len
pre lepsie pochopenie postupu.

Priklad trojuholnikov po 3 iteraciach:

£
v

‘v
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Riesenie: Nizsie je uvedend ukazka kédu (v jazyku Python s pouzitim modulu ,korytnacka®). Tento
kéd vyuziva rekurziu, t.j. funkcia vola samu seba.

import turtle # Importujeme modul na kreslenie pomocou "korytnacky"

# Rekurzivna funkcia na kreslenie trojuholnika a menSich trojuholnikov na jeho stranach
def draw_triangle(size):
if size < 10:
# Ak je trojuholnik prili$ maly, ukoncime rekurziu
return

for _ in range(3):
turtle.forward(size) # Nakreslime jednu stranu trojuholnika
turtle.right(120) # Otolime sa doprava o 120 stupiiov

# Posunieme sa do stredu prave nakreslenej strany
turtle.penup()

turtle.forward(size / 2)

turtle.pendown()

# Rekurzivne nakreslime menSi trojuholnik v strede tejto strany
draw_triangle(size / 2)

# Vratime sa nasp&dt na pdvodné miesto pred kreslenim menSieho trojuholnika
turtle.penup()

turtle.backward(size / 2)

turtle.pendown()

# —-—— Nastavenie korytnacky a spustenie kreslenia ---
turtle.left(60)
turtle.speed(0) # Nastavime najrjchlejSie kreslenie

turtle.penup()
turtle.goto(-150, -100) # Posunieme sa na vhodné miesto, aby bol vjstup na obrazovke vycentrovany
turtle.pendown()

draw_triangle(200) # Spustime kreslenie hlavného trojuholnika velkosti 200
turtle.done() # Ukoncime kreslenie (nechdme okno otvorené)
9
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6A. Desifrujte nasledujuci text a zistite akou transpozicnou Sifrou je zaSifrovany (zistite
nazov Sifry a Sifrovaci k¢ / heslo).

NTTEEOXTETZJIAFSAONVIYFSURKODAIRLNAACRHITEELXUXX

\.

Riesenie: Ak si pozrieme zaciatok zaSifrovaného textu, tak ndm udrie do o¢i postupnost pismen
NTTEEOXTET..., ktord je anagramom slov TENTOTEXT. S najvii¢Sou pravdepodobnostou sa
preto jednd o transpozi¢nu Sifru a musime zistit podla akého kltca a akym sposobom st popreha-
dzované pismena otvoreného textu.

Sktisme vytvorit vhodni permutéciu pismen a overit svoju hypotézu. Poktsime sa na zaciatku
textu vytvorit slovo TENTO. Zo zasifrovaného textu sktsime zobrat 2. pismeno (T) (mohlo by
to byt aj 3., to zatial nevieme), potom 4. pismeno (E), potom 1. pismeno (N), potom 3. pismeno
(T) a nakoniec 6. pismeno (O). Slovo TENTO sme vytvorili vybranim znakov zasifrovaného textu
v poradi (2,4,1,3,6). Usporiadanej pétici (2,4,1,3,6) sa hovori permutdcia a tejto konkrétne;
permutacii sa hovori kryptograficky sled, ktory urcuje v akom poradi musime vyberat pismené
otvoreného textu, aby sme dostali zaSifrovany text. Tento kryptograficky sled urcite nie je spravny,
alebo nie je kompletny, pretoze kryptograficky sled dlzky n musi obsahovat vietky ¢isla od 1 po n.
Mohli by sme ho bud skisit predlZif, alebo skratif. Vidime vSak, Ze prvé 4 cifry st (2,4,1,3),
¢o by mohol byt kompletny kryptograficky sled. Kryptografickému sledu (2,4, 1,3) zodpoveda
permutacia (3,1,4,2), ktord sa nazyva anagramovy sled. Anagramovy sled urc¢uje v akom poradi
musime zo zaSifrovaného textu vyberat pismené, aby sme dostali otvoreny text.

Vysvetlenie: pri transpozi¢nych Sifrach sa sifruje pomocou kryptografického sledu a desifruje sa
pomocou anagramového sledu.

Sktsme teraz ndjdent permutaciu (anagramovy sled) aplikovat na pismené zasifrovaného textu
a zistit, ¢o dostaneme

3|14 (23|14 ]2|3|1]4]2
N|T| T E||E|O|X|T|E|T|Z]|J

— TENTOTEXTIJEZ...

Vidime, Ze aj pokracovanie textu dava zmysel, tak skusime aplikovat najdeny anagramovy sled
na cely zasifrovany text a dostaneme

TENT OTEXTJEZ ASIF OVAN YSIF ROUK ARDINALA RICH ELIE UXXX

Dostali sme v podstate zmysluplny text. Text hovori, Ze otvoreny text bol zaSifrovany Sifrou
kardinala Richelieu. Pri tejto Sifre sa musi otvoreny text rozdelit na skupiny pismen, ktoré maju
rovnaki dlzku ako kryptograficky sled. Ak nam na konci textu nejaké pismena chybajt do poétu,
tak sa doplnia ndhodne (to st tie XXX na konci). Ak vyhodime doplnené XXX a ddme do textu
prirodzené medzery dostaneme

TENTO TEXT JE ZASIFOVANY SIFROU KARDINALA RICHELIEU

Ako mdzeme vidiet, v slove ZASIFROVANY chyba pismeno R. Pri ruénych Sifrach sa doporucovalo
robit v otvorenom texte tmyselné chyby a preklepy, ktorych cielom bolo zmiast nepriatela a stazit
mu lustenie. V tomto pripade sa priznavam, ze preklep vznikol ako netiimyselna chyba autora tlohy.
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0 bodov

6B. Substitucna Sifra, ktorou je zasifrovany nasledujici text, bola navrhnutd v roku
1854. Britskd arméada ju pouzivala v Burskej vojne a potom aj pocas 1. svetovej vojny a
I1. svetovej vojny ako polnu Sifru.

Ked tuto sifru lord Playfair predvadzal britskému ministrovi zahranicia, tak ten ju ne-
odporucil, pretoze sa mu zdala prili§ zlozita. Potom lord Playfair predviedol tato sifru
v miestnej Skole, kde sa ju Ziaci velmi rychlo naudili bezchybne pouzivat. Ked o tom spolu
s autorom §ifry hovorili ministrovi zahrani¢ia, tak ten im udajne odpovedal: ,Ano dZentl-
meni, to je sice mozné, ale nasi diplomati sa to nikdy nenaucia.“

Desifrujte nasledujuci text.

KMNUG TVZAL HJUDT FVQUZ GCILA CETAM NKBSE JOJUS HJKMN UGTVZ
JNLAO EASUS LNLEQO TPBTJ XVVOI TAOSF ASAMA LCHTO OGDLF UNESE
ROXOF SVHYO EZJAJ ABOVQ UTALB SBEHJ ESDMR VLGEL CPAMN JHJMX
UIALB JROAV HMIOB GHULO RNGMP JVAHU GLJGA MEVLI AGJGR OVQUX
OTALC HNGBG EHMEV LILGO GXDVR VROJN IOHJA LBJRO AVHML ALMJT GL

\. J

Riesenie: Uz z kratkeho uvodného textu sme vydedukovali, Ze v tejto tlohe budeme riesit Sifru,
ktora lord Playfair predstavoval ministrovi zahranicia. Po vyhladani tejto Sifry (knihy, internet)
zistime, Ze tato Sifra sa na pocest lorda Playfaira, ktory bol jej propagatorom, vola Playfairova
Sifra, hoci jej autorom bol Charles Wheatstone.

RieSenie tlohy za¢neme kratkym objasnenim algoritmu Playfairovej Sifry, lebo pre dalsi postup
bude dolezité rozumiet postupu Sifrovania a deSifrovania Playfairovou Sifrou.

Playfairova Sifra patri medzi bigramové substittcie. To znamené, Ze bigram (dvojicu po sebe
idacich pismen) otvoreného textu nahradzame bigramom zasifrovaného textu. Text teda Sifruje
po dvojiciach po sebe iducich pismen. Pracuje so sifrovacou abecedou usporiadanou do mriezky 5x5
(niekedy aj 6x6 — pismena + ¢islice, pripadne pismend s diakritikou), ktortt nazyvame Playfairov
Stvorec. Do takejto mriezky je mozné vlozit 25 (alebo 36) znakov. KedZe anglickd abeceda mé 26
znakov, najmenej frekventované pismeno anglického jazyka J sa spaja s pismenom I. To znamena,
ze J v anglofénnom Playfairovom stvorci obvykle nenajdeme. V slovencine sa z rovnakého dévodu
spaja pismeno W s pismenom V, pripadne sa vynechéva pismeno Q. Playfairov Storec pre slovensky
jazyk potom mdZe vyzeraf nasledovne

a|lblc|d|e
flglh|il]j
k|l m|n|o
Plg|rr |s|t
u|v|x|yl|z

Pozor! Pismené vo Stvorci obvykle nie st usporiadané podla abecedy, ale mozu byt usporia-
dané Tubovolne. Je to dokonca vitané, kedze prave znalost $tvorca rozhoduje o schopnosti tispesne
desifrovat zasifrovany text. NajcastejSie sa pismend vo $tvorci zamiesaju pomocou dohodnutého
hesla. Tak aj druh& strana Sifrovanej komunikécie dokéze Stvorec lahko zrekonstruovat a preci-
tat spravu. Generovanie Stvorca podla hesla prebieha takym sposobom, Ze do préazdnej mriezky
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zapiSeme najskor heslo, pri¢om opakujice sa pismené vynechame (berie sa vzdy len prvy vyskyt
pismena) a potom zapiSeme zvysSné pismend abecedy usporiadané podla abecedy. Ak je heslo
KRYPTOGRAFIA, tak dostaneme nasledovny Playfairov stvorec

kir|y|pl|t
olg|a|f]i
blc|d|el|h
jl|l | m|{n|q
slul|lv x|z

Sifrovanie / desifrovanie pomocou Playfairovho §tvorca sa riadi nasledujticimi pravidlami. Pismen4
bigramu, ktory Sifrujeme / desifrujeme, mozu lezat v Playfairovom $tvorci bud v rovnakom riadku,
alebo v rovnakom stlpci, alebo lezia v roznych riadkoch a stipcoch. Rozlisujeme preto nasledujice
tri moznosti:

1. Rovnaky riadok: Ak obe pismené bigramu lezia v tom istom riadku, tak bigram zaSifro-
vaného textu dostaneme tak, Ze kazdé pismeno sa cyklicky posunie o jeden stipec doprava.

2. Rovnaky stlpec: Ak st obe pismena bigramu v tom istom stlpci, tak bigram zagifrovaného
textu dostaneme tak, ze kazdé pismeno sa cyklicky posunie o jeden riadok nadol.

3. Rozny riadok aj stlpec: Ak obe pismena bigramu lezia v réznych riadkoch a réznych
stlpcoch Playfairovej tabulky, tak v nej tvoria dva vrcholy obdlznika. Bigram zagifrovaného
textu dostaneme tak, ze kazdé pismeno sa nahradi pismenom leziacim v rovnakom riadku
a tvoriacim vrchol spomentiteho obdlZnika (leZiacim v tom istom stlpci ako druhé pismeno
Sifrovaného bigramu).

Z tychto pravidiel vyplyva, ze deSifrovanie prebieha analogicky. V uvedenych pravidlach staci
obratit v prvych dvoch pravidlach slova doprava / dolava, nadol / nahor.
Vo vSeobecnosti existuju tri mozné pristupy vyuzivané na prelamovanie Playfairovej Sifry.

1. Frekvencna analyza V pripade dostato¢ne dlhého textu je mozné porovnaf frekvenciu bi-

gramov v zaSifrovanom texte s frekvenciou bigramov slovenského jazyka. Je to vSak velmi
komplikovany postup a Playfairova Sifra patri medzi sifry, pri ktorych je frekvencéna analjza
velmi komplikovana. Naviac nas text obsahuje iba 86 réznych bigramov, z ktorych az 81
mé absolutnu pocetnost 1. To znamend, Ze pri rieSeni nagho textu nam frekvencné analyza
nepomoze.

2. Pristup hrubou silou KedZe abeceda ma kone¢ny pocet pismen, existuje koneény pocet moz-
nosti ako pismené v Playfairovom $tvorci usporiadat. Takych moznosti je vSak prili§ vela
na ruc¢né lastenie a aj pre bezny pocita¢ by to bolo na hrane, alebo uz za hranou realizova-
telnosti.

3. Kombinovany pristup Ide o kombinédciu roznych metéd. Mozu to byt prvé dve spomenuté
metddy, pripadne hadanie predpokladanych slov. Hadat predpokladané slova mozeme, ak
je zndmy tucel komunikacie. V nasom pripade sa v texte tlohy hovori o Playfairovej Sifre,
v texte sa opakuju retazce KMNUGTVZ, mdZeme preto predpokladaft, Ze

KM NU GT VZ = PL AY FA IR
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Do uvahy prichddza eSte aj retazec AL BJ RO AV HM, ktory sa v texte tiez vyskytuje dvakréat.
Budeme preto pracovat s tymito dvoma alternativami a ukéize sa, ze hned ta prva je spravna.

Ako sme spomenuli vyssie, Playfairova Sifra vyuziva tri pravidla na Sifrovanie dvojice pismen.
To znamen4, Ze kazdy zo Styroch bigramov slova PL AY FA IR mohol vzniknat troma spdsobmi.
Sktimat vSetky tri moznosti by bolo zdlhavé, aj ked niekedy sa tomu vyhnif nedé. Je vak virazne
pravdepodobnejsie, ze pismena bigramu lezia vo vrcholoch obdlznika, nez to, Ze leZia v tom istom
riadku, alebo v tom istom stlpci. Pre za¢iatok preto budeme predpokladaf, Ze slovo PLAYFAIR bolo
zasifrované len podla 3. pravidla a az ked tymto sposobom nedostaneme Ziadne rieSenie, skiisime
prvé dve pravidla.

Teraz sa stustredme na rekonstrukciu samotného Playfairovho Stvorca. Zvolime KM NU GT VZ
ako kandidata na slovo PL. AY FA IR. Zo stanovenej hypotézy potom vyplyva nasledovné:

1. pismena P, K st spolu v jednom riadku a pismena L, M sa spolu v inom riadku,
2. pismena A, N st spolu v jednom riadku a pismend Y, U st spolu v inom riadku,
3. pismena F, G su spolu v jednom riadku a pismena A, T st spolu v inom riadku,
4. pismena I, V st spolu v jednom riadku a pismena R, Z st spolu v inom riadku.

Okrem toho, vzhladom na zostavovanie Playfairovho Stvorca pomocou hesla, méZzeme predpokla-
dat, Ze pizmeno Z s vysokou pravdepodobnostou lezi v pravom dolnom rohu $tvorca. Aplikovanim
tychto faktov a predpokladov mozeme zostavit napriklad nasledovny Playfairov Stvorec

l |m|1
t | a n
glk|p
riu y |z

Samozrejme moznosti ako uvedené znaky umiestnit je viac a treba ich skusSat, pokial ndm po-
mocou ich usporiadania nezacne pri deSifrovani vychadzat zmysluplny text. Hladanie spravneho
usporiadania uvedenych pismen nam ulahé¢i (vyrazne zredukuje pocet moznosti) to, ze v zasifro-
vanom texte budeme hladaf bigramy tvorené réznymi kombindciami znakov K M N U G T V Z,
¢o nam napovie, v akom vztahu st v Playfairovom $tvorci $tyri obdlzniky tvorené znakmi PKLM
ANYU FGAT IVRZ. Okrem toho, ak predpokladame, ze Playfairov stvorec bol zostaveny pomocou
hesla, tak v prvom riadku $tvorca musi byt este aj pismeno E. Stvorec potom bude

e|ll|m]|i
t|a n
flglk|p
r|u y |z

Pokracovat v lasteni mozeme napriklad tak, Ze budeme analyzovat pocetnost jednotlivych
bigramov v zaSifrovanom texte. Viac ako dvakrat sa v texte vyskytuji nasledovné bigramy

bigram AL | HJ | RO | AM | VQ
poCetnost | 6 | 5 | 5 | 4 | 3
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Asociujme tieto bigramy s najfrekventovanejsimi bigramami slovenského jazyka ako napriklad
JE, SI, NA, NE, ... NajpocetnejSie AL sa vyskytuje v prvom riadku hned za hypotetickym
slovom PLAYFAIR. Mohlo by ist o za¢iatok vety PLAYFAIR JE ...?7 Ako text to zatial dédva zmysel.

Jediny sposob, ako v nasom (predpokladanom) Playfairovom $tvorci mozeme JE Sifrovat na AL,
je uplatnit tretie (najpravdepodobnejsie) pravidlo o Sifrovani pomocou obdlznika. Potom by sa
pismeno J vo §tvorci nachadzalo v druhom riadku a v trefom stipci. Vysledkom je Stvorec

e|l|m|i
tlalj|n

flg|k|p
riu y |z

Zo zatial nekompletného Stvorca je mozné néjst asociacie pre 30 dalsich bigramov. Po deSifrovani
textu pomocou nekompletného Playfairovho stvorca dostavame text

PLAYFAIRJEHJUDTFVQUZGCMEACVANEJPBSLAQJUSHIPLAYFAIR
JNEJOEASUSMJEVOTPBTJXVVOITAOSFASNEJECHTOOGDLGR AMSEROXOF
SVHYOIUATATBOVQUTJEBSBEHJESDMFREK VECPNEJAHIMXZEJEBJRO
TEHMIOBGHULOYTPEKNERHUKEAKNEVIEMAGAKROVQUXOTJECH
APBGEHLVIEMEGOGXDVFRROAJIOHJJEBJROTEHMEJELJTKE

V uvedenom texte uz je mozné vidiet naznaky slov ako napriklad menovanej, alebo pomenovanej
v 1. riadku, frekvencnej v 3. riadku, je lahke na konci textu. Pomocou tychto slov vieme v Playfai-
rovom $tvorci doplnit dalsie znaky, opif deSifrujeme text, ndjdeme v fiom dalsie slova, doplnime
dalsie znaky atd. Nakoniec dostaneme kompletny Playfairov Stvorec

Rl |
SR | —l|®
W | o= —

<|o|lolB|B
N[ |als| -

Rozlasteny text znie

PLAYFAIR JE NAZOV SIFRY POMENOVANEJ PODLA BARONA PLAYFAIRA JEJ
AUTOROM JE VSAK CHARLES WHEATSTONE JEDNA SA O BIGRAMOVU
SUBSTITUCIU A TATO SIFRA JE ODOLNA VOCI FREKVENCNEJ ANALYZE JEJ
LUSTENIE DOKAZE BYT PEKNE TAZKE AK NEVIEME 0 AKU SIFRU SA
JEDNA POKIAL VIEME 0 AKU SIFRU SA JEDNA JEJ LUSTENIE JE LAHKE

Velmi dobrym néstrojom ulah¢ujicim pracu s bigramami je Bigrams Frequency Analysis. Na rov-
nakej stranke https://www.dcode.fr najdete aj PlayFair Decoder, ktory nam ulah¢i overovanie
Playfairovych stvorcov, ale iba v pripade ak uz mame kompletny Playfairov stvorec.
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